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1 Définition de la fonction « exp »

Définition 1 Une équation différentielle est une équation définie par une relation fonctionnelle entre
une fonction y(z) et un nombre fini de ses dérivées successives, du type F(y,y',y",...,y™) =0, on F
est une fonction de plusieurs variables (ici n+1). L'inconnue est ici une fonction y dérivable n fois. On
dit qu’on lui adjoint une condition initiale si on précise pour les fonctions-solutions f de cette équation
une ou plusieurs valeurs en un point de f ou de ses dérivées.
Définition 2 Il existe une unique fonction définie et dérivable sur R, notée «exp », qui soit solu-
tion de léquation différentielle y' = y, avec la condition initiale exp(0) = 1. On Uappelle la fonction
exponentielle.
Définition 3 On appelle « exponentielle » ou « nombre e » le nombre réel e = exp(1), dont une valeur
approchée est 2,71828 .... On peut alors noter la fonction exponentielle exp(x) = e®.

On peut définir la fonction exp d’une autre maniére :
Conséquence de la définition 2 et définition 4 Il eziste une unique fonction f définie et dérivable
sur R telle que Ya € R, Vb € R, f(a+b) = f(a)f(b), et f'(0) = 1. Cette fonction est la fonction
exponentielle.
Démonstration : Ve € R, Vb € R, on a f(z +b) = f(x)f(b). Comme [ est dérivable, f'(z + b) =
f'(x)f(), et pour x =0, f'(b) = f/(0)f(b) = f(b), Vb € R. f est donc solution de ’équation différentielle
y' = y. D’autre part, six =b =0, f(z +b) = f(z)f(b) devient f(0) = £(0)?, ce qui donne f(0) = 0 ou
f(0) = 1. Si f(0) =0, alors f = 0, ce qui est le cas trivial & exclure. Si f(0) = 1, f = exp, d’aprés la
définition 2.

Réciproquement, la fonction exp vérifie les conditions de I’énoncé. O

Propriétés de la fonction exp ; Relations fonctionnelles : Va € R, Vb € R, Vn € Z,
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2 Etude de la fonction exponentielle :

On considére la fonction :
exp: R —]0,+o0]
x +— exp(x) = e*

1. Ensemble de définition : La fonction exp est définie sur R tout entier, et Vz € R, e* > 0.

2. Limites et asymptotes : Pour la fonction exp on a les limites suivantes, Vn € Z :

lim e* =0 lim e* =400
Tr— —00 r——+00
T
lim z™e® =0 lim — =+
T— —00 z——oo ™
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On retiendra la régle suivante : a I'infini, la fonction exponentielle 'emporte toujours sur n’importe

quelle fonction puissance et impose sa limite.
T

= €% =1, ce qui découle du calcul du nombre dérivé en 0 de la fonction exp.

On a aussi lim
x—0 x

z#0
On constate également que l'axe des abscisses est une asymptote horizontale & la courbe de la

fonction exp en —oo.
3. Sens de variation : On a exp’(z) = exp(x) = €%, Vx € R, donc VY € R, exp’(z) > 0, et exp est
une fonction strictement croissante sur R.
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4. La bijection exp : Comme la fonction exp est continue sur R, puisque dérivable sur R, et qu’elle
est strictement croissante sur R, c¢’est une bijection de R sur |0, +oo[, et on a alors :

e*=1 =0 Va € R, Vb €R, e* =e® & a=0b (bijection),
e*>1 x>0 VYa €R, Vb ER, e* > e’ & a>b (croissance),
<l <0 YaeR, VWER, e* <e® & a<b (croissance).

5. Tangente particuliére : En z = 0, le nombre dérivé de exp est 1, donc ’équation de la tangente
ala courbeen x =0est y =o+ 1.

6. Courbe représentative :

/j

=

3 Fonction composée expou :

Proposition 1 Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I de R. Alors la fonction
expou = e¥ est dérivable sur I, et sa dérivée est (e*) = u'e™.
Remarque 1 : Comme e* > 0, le sens de variation de e” est le méme que celui de wu. &

Exemple 1 La dérivée de la fonction f(x) = e™** pour k > 0 est f'(x) = —ke ™, et f est toujours
décroissante sur R.



Exemple 2 La dérivée de la fonction g(z) = e %" pour k > 0 est ¢'(x) = —2kze %" et f est
croissante sur | — 00, 0], et décroissante sur |0, +oo[. Sa courbe s’appelle une gaussienne.

4 Equation différentielle v/ — ky = 0 :

Théoréme 1 L ’équation différentielle y' —ky = 0 a une infinité de solutions f de la forme f(x) = Cek®,
ot C décrit R. A chaque valeur de C correspond une solution f de cette équation.

Théoréme 2 Soient g et yo deux réels donnés. L’équation différentielle y' — ky = 0 a une unique
solution f telle que yo = f(xo). Cette solution s’écrit f(x) = yoer*—%0),

Démonstration :

1. Existence : Elle sera démontrée ultérieurement, aprés le cours sur les primitives et la fonction In.

N _ flg-1d
2. Unicité : Supposons qu’il existe deux telles fonctions f et g. Comme (5) = T, et
/
kf)g— f(k
f =kf, g =kg,ona (i> = W = 0, donc g = A, ou A est une constante réelle.
Alors f = Ag, et f(zo) = yo = Ag(zo) = Ayo, ce qui entraine que A =1, et f =g.
O

5 Equation différentielle v/ = ay + b :

Théoréme 3 L’équation différentielle y' = ay + b a une infinité de solutions f de la forme f(x) =
—— 4+ Ce®, ou C décrit R. A chaque valeur de C correspond une solution f de cette équation.
a

Théoréme 4 Soient xg et yo deuz réels donnés. L’équation différenticlle v = ay + b a une unique

b
solution f telle que yo = f(xp). Cette solution s’écrit f(x) = —— + (yo + %) e@=z0)
a

6 FEquation différentielle 3/ — ky = h(x) :

Théoréme 5 La solution générale de 'équation différentielle y' — ky = h(z), ot h est une fonction
continue sur R, est la somme d’une solution particuliére de cette équation, et de la solution générale de
léquation sans second membre y' — ky = 0. La solution particuliére de ’équation y' — ky = h(x) peut
étre trouvée en prenant la solution générale de I’équation y' —ky = 0, soit f(x) = Ce*®, et en appliquant
la méthode de la variation de la constante C, considérée alors comme une fonction de x au méme titre

que f(x).



